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引 言

考虑非线性规划 问题 Ο

8∀ϑ #
,

∃ ϑ 三 Φ,

其中 8∀ϑ# 〔 2 ‘
且 8∀ϑ# 为 凸函数

,

∃ − 皿Ι “ ” ,
ϑ 任仄

“ ,

Φ 任皿Ι
Δ

∀Α# 的一般形式可用可行

方向法 ∀,≅ Κ Λ< >一

49 <7≅ ?? 情形 #得到一个 0Ε <?Π
一

;≅ Χ7
点

·

但当 8∀ ϑ# 或 Η 8∀幻 太复杂以致难

以计算时
,

此方法就不适当
Δ

为此考虑逼近问题 Ο

Ι <7 8Λ ∀
ϑ
#

,

∀!#

>Δ ?
Δ

∃ ϑ 丛瓦

其中介∀ϑ# 为连续的凸泛函 ∀但可能不可微#且满足

∀Θ#∀ #Α<Ι
Λ 一 Ρ Σ≅

Α<Ι
儿一 Ρ 以

#

8Λ ∀ϑ
Λ
# Τ 8 ∀ϑ #

,

。 Λ Τ Η 8∀
ϑ
#

,

Υ � �� ! 年 � ς 月 ! Ω 日收到
Δ
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对任何 �砂Ξ Υ ϑ
,

俨 任 Β八∀砂 #
Δ

定义 � ∀广义 ∋ <?Π
一

;≅ Χ7
点#

Δ

如果 。。 全 ς
,
二 全 ≅ 且 ∀, 。, 。# 笋 ς

,

使 ≅ 任 Β ∀。
。
八∀ϑ #Ρ

、, ∀∃
ϑ 一 ‘##Α

二一 , ,

则称 云为 ∀! # 的广义 0Ε <? Π 一;≅ Χ 7
点

·

定义 !
Δ

给定凸泛函 :
,

可行点 ϑ
,

可行方 向 =
,

实数 Σς 任 ∀ς
,

ΑΨ
,

人Ι Β 二

全 ς
Δ

设

夕
Υ

Τ Ι <7 Ζ夕∀ϑ Ρ 入=#Ξς 三 入三入Ι Β ϑ

Ξ
,

定义

+Σ
。

∀ϑ
,

=
,

夕# Τ Ζ, [, Τ ϑ Ρ 人=
,

ς 三久兰∃Ι Βϑ
,

且满足夕∀, #三 Σς 夕
Υ Ρ ∀� 一 旬为∀二#Ξ

Δ

注
Δ

由于 : ∀ϑ# 为凸泛函
,

故 从
。

∀ϑ
,

=
,

功 为非空凸集 ∴ 当 Σ≅ 二 � 时
,

则相当于线搜索

的精确求解
Δ

在 ∗ςΨ 中精确求解一维线搜索的条件下
,

提出了一种形式的逼近可行方向法
Δ

实际

上
,

一维线搜索的精确求解
,

特别对于随机规划来说
,

是相当麻烦的
Δ

鉴于此
,

在 ]ςΨ 的

基础上
,

利用定义 ! 的提法
,

给出了一种带不精确线搜索的逼近方法
,

证明了收敛性
Δ

在一些条件下
,

还给出了可行的计算方法
Δ

算法 ∃
Δ

步 ς
Δ

给定常数
Σ 。 任 ∀ς

,

Α#
,

置 Λ Τ �Δ

步 �
Δ

设有可行点 砂 及 沪 任 Β人∀砂 #
,

解

Ι ΑΑΑ 名,

Ν
Δ

? 。“, ‘一 Ο 三。
,

∃‘一 Ο 。 Ν 。一 ∃ 二气 一 < 三 =⊥ 三 <
,

⊥ Τ <
,

⋯
,
7

,

其中
。 Τ ∀�

,

⋯
,

Α# ,

设 ∀
Π Υ ,

= 。# 为最优解
Δ

如果
Ο 。 Τ ς ,

由 �ς� 知 护 是 ∀! # 的广义 ∋ <? Π_ ;≅Χ
7
点

Δ

进而如

果人∀ϑ# 较好的逼近 8∀ϑ#
,

那么 砂 作为近似解
Δ

否则转步 ΘΔ

步 !
Δ

寻求 ϑ 无Ρ ‘ 任+Σ
。

∀ϑ
Λ ,

= 。
,

介#
,

即存在 人∴
使得

ϑ ‘Ρ Α Τ ϑ 无 Ρ 久。= Υ
∀⎯ #

∀在此较温和的条件下
,

我们将证明这一步在有限次可以达到
·

Λ Ο Τ Λ Ρ �
,

转步 �
Δ

步 Θ
Δ

令 ϑ 介
Ρ� Τ 护

,

用 介Ρ �
∀ϑ# 代替 人∀ϑ #

,
Δ

无 ΟΤ Λ Ρ �
,

转步 �Δ

可以看出
,

算法 ∃ 的主要工作量集中在步 !
Δ

我们将证明
,

实际上这一步也是容易

实现的
Δ

!
Δ

收敛理论

定理 < ]⎯ Ψ
Δ

� # 如果
Ο Υ Τ ≅

,

则 ϑ 儿 是 ∀! #的广义 ∋ <? Π 一;≅ Χ 7
点 ∴
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! #如果 众 β ς
,

则 = 、 或者是 八∀ϑ# 在 尹 处的下降方向或者 护 是下列问题 的最优

解 Ο

8Λ ∀ϑ
‘ Ρ 入= ∴

#
,

∃ ∀ϑ
无 十 入= 、#三 Φ

,

入全。

∀Ω #

定理 ! �ΝΨ
Δ

假设 砂 是由算法 ∃ 得到的 ∀! # 的广义 0Ε <?Π
一

;≅Χ
7
点

,

Λ Τ �
,

!
,

⋯
,

则 Ζ砂Ξ

的任何聚点 示是问题 ∀Α# 的 0Ε <? 多
一

;≅Χ
7
点

·

定义 Θ ∀
Ο 一

下单调性#
Δ

称函数列 Ζ八∀ϑ# Ξ 在集合 / 上为
Ο 一

下单调的
,

如果存在非负
Ρ 2‘,

序列 Ζ
。、

Ξ
, Ο Υ 全 ς 且 艺

Ο 。 β Ρ ≅≅
,

使得 八十 ∴
∀ϑ #三八∀

二
#十

Ο ∴ ,

Ηϑ ≅ / 都成立
,

、 Τ �
,

!
,

一
七二Α

注
Δ

如果对所有的 Λ 都有
Ο 、 Τ ς

Δ

则 Ζ介∀ϑ# Ξ 即为通常的下降函数列
,

从而单调下降

函数列是
Ο 一

下单调的
Δ

引理 Θ
Δ

设 了∀ϑ# 〔 ΣΑ 且 Ζ八∀ϑ# Ξ 为满足 ∀Θ # 和 ∀ #的
Ο 一

下单调函数列
,

则算法 ∃ 不

可能产生满足下列性质的子列 Ζ砂
‘

Ξ
Ο

Β
# ϑ 七

一
工

,

= 。
‘

、 厌

Φ# 沙 十 撇
。‘ 〔 / 二 ΖϑΑ ∃ ϑ 三好

,

入〔 ∀ς
,

司
,

其中 占是不依赖于 Λ ‘的正数 ∴

Σ
# Η 8∀ 幻, ; β ς

Δ

证 明
Δ

设算法 ∃ 产生了这样的子列 Ζ砂
·

Ξ
,

再设 Η了∀幻, ; Τ 一! Ο β ς
Δ

由微分稳定性

条件 ∀ #
,

存在一正常数 夕
,

使得对所有 入〔 ∀ς
,

9ΑΨ
,

当 葱充分大时有

, ,“·

∀,χ#, = Υ 、 β 一 Ο ,

其中俨
‘

∀入# Σ Β介
Δ

∀
ϑ 儿‘ Ρ 入= ∴ Ο

#
Δ

在算法 ∃ 中
, 二无Ρ ’ 任从

。

∀ϑ
Λ ,

己Υ ,

8Λ #
,

故 ϑ Λ Ρ , Τ ϑ 七 Ρ 人脚、
,

其中砂
Ρ Α
满足

几∀ϑ
Λ Ρ ’

#三
。。
左 Ρ ∀� Γ9 9 。

#8Λ ∀ϑ
Λ
#

,

这里 左 是 ∀Ω # 的最优值
,

故

八
Ο

∀
ϑ 七·十 ‘

#三 ∀Α 一
9 。

#8Λ
Δ

∀
ϑ 儿,

# Ρ 9。
左

、

‘ ∀< 一
9 。

#8Λ
、

∀
, 灸·

# Ρ 9 ≅
8Λ

‘

∀
ϑ Λ ‘ Ρ ‘= , ‘

#
,

其中占Τ Ι <Ο、Ζ石
,

百
‘

由函数列 Ζ介∀ϑ #Ξ 的
￡
下单调性

,

可得

八
, Ρ Α

∀
ϑ 七,

Ρ ‘
#三人

Δ

∀
ϑ 儿Ο Ρ ‘# Ρ Ο 、‘ 三 ∀Α 一 9。

#八
‘

∀ϑ
儿‘

# Ρ 9。人
‘

∀ϑ
Λ ·

Ρ ;= Λ ‘

#Ρ Ο Υ Ο ,

8Λ
Δ
Ρ ,

∀ϑ
无Ο 十 !

#三八
‘Ρ ,

∀
二“·十 ‘

#
,

八
‘十 Ο

∀ϑ
七‘Ρ ‘

#兰 8Λ
Δ 十 ∴ 一 �

∀ϑ
Λ · Ρ ‘

# Ρ Ο ∴ ‘卜, 一 , ,
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无Δ Ρ < 一 �

八
‘Ρ �

∀ϑ “
Ρ �

#三∀< 一 Σς #人
‘

∀ϑ
“‘
#Ρ 9。

八
‘

∀二
Λ ‘ Ρ 叔Υ

、

# Ρ
艺

Ο ,

⊥ Τ 几‘

∀α #

由中值定理 ΑΠΨ
,

有

无‘Ρ < 一 �

人
‘Ρ ,

∀ϑ
Λ ‘Ρ ,

#三 ∀� 一
Σ ≅
#介

‘

∀ϑ
无‘
#Ρ 9 ≅

]介
‘

∀二
无‘
# Ρ 占。 Λ ‘

∀叉#, =。
‘

Ψ Ρ 艺
Ο ,

, ‘Τ �
,

! ,

⋯
,

∀�#

⊥二从

其中 叉任 ]ς
,

司
,

从而有

儿汗< 一 �

介
‘Ρ �

∀‘
无‘Ρ ,

#‘人
‘

∀, “ #Ρ Σς 石。Λ ‘
∀又#,血

、 Ρ
艺 。

,

‘Τ �
,

!
,

⋯
⊥Τ Λ ‘

∀� ς #

在不等式 ∀� ς# 两边取极限
,

得

8∀全#丛 8∀牙# 一
9 。石‘ Ρ ς

·

这是不可能的
,

故完成了引理的证明
Δ

定理  
Δ

设引理 Θ 的条件成立
,

则由算法 ∃ 产生的序列 Ζ砂 Ξ 的任何聚点都是问题

∀�#的一个 ∋ <? Π 一;≅ Χ 7
点

·

证 明
Δ

利用 同 中的定理  及上面的引理 Θ ,

容易证明本定理 的结论
,

Θ
Δ

不精确线搜索的计算

可以看出
,

算法

的不精确线搜索
Δ

假设 ∃
Δ

对所有

∃ 的主要工作量集中在线搜索
,

这里结合问题 的特性给出一种新

无
,

下列问题 Ο

介∀二儿 Ρ 入= Υ
#

,

ς 三 入三入Ι Β ϑ ,

久Ι Βϑ δ ς

∀� � #

的最优解可在有限处达到
,

其中 入Ι Β ϑ

为满足 川护 Ρ 久= Υ
#> Φ 的入的最大值

Δ

考虑 砂Ρ� 〔+Σ
。

∀砂
,

= Υ ,

八#
Δ

由于 左 是未知的
,

所以+Σ
。

∀砂
,

= ∴ ,

八#无法预先确定
Δ

但我们仅需求得其中一个元素
Δ

定义  
Δ

又
。

∀二气己
∴ ,

几# Τ Ζ入�ς 三 入三 入Ι
Β 二 ,

几∀ϑ
儿 Ρ 入= Υ #三向左 Ρ ∀� 一 Σ≅ #⊥Λ ∀二七#Ξ

Δ

为了求解 砂 Ρ� Σ +Σ
。

∀砂
,

= Υ ,

几#
,

采取如下的步骤 Ο

步 �
Δ

判断 人Ι Βϑ 是否为 Ρ Σ≅
Δ

若 入Ι Β 、 二 Ρ Σ≅
,

则 由假设知 ∀7 #有有 限解
,

故可用

几。 代替 久Ι
Β 二

且在 阳
,

叉Ι
Β

ϑΨ 中有 ∀Α Α# 的最优解 ∴

步 !Δ 判断 入Ι Β 二

∀或 叉Ι Β ϑ

#是否为最优解
Δ

若否
,

寻求 入Υ 〔
又

。

∀砂
,

= Υ ,

人#
,

置 砂 Ρ� 二

砂Ρ 入Υ =“
·
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引理 ΝΔ 设 叉为 ∀Α ‘#
Δ

的一个最优解
·

若 ς 三入三凡则
”

人#=Λ 三 ς ∴ 若 叉三 久三入Ι Βϑ
,

则

Η

人
#= Υ 全ς

·

如果
。

忍
#= Υ Τ ς ∀≅ 三入三入Ι Β ϑ

#
,

则 久为 ∀� � #的最优解
,

其中
。
∀ϑ #。 Β八∀二

Λ Ρ 入= Υ
#

·

证 明
Δ

由 几∀ϑ# 的凸性及次微分定义易得证
Δ

引理 ⎯
·

设 入Ι Βϑ 有限且
。

人
Ι Β ϑ

#= ∴ 三 ≅
,

则 入Ι Β ϑ

为 ∀� � # 的最优解
,

其中
”∀Υ Ι Β ϑ

# 〔

口8∀ϑ 儿 Ρ 入Ι Βϑ = Υ
#

Δ

证 明
Δ

由引理 Ν 易得证
Δ

下面给出求 入Υ 任

瓦
。

∀ϑ
。,

= Υ ,

几# 的计算方法 Ο

步 �
Δ

令 久Α Τ ≅
,

入Ο Τ Ι <7 Ζ久Ι Β ϑ ,

叉Ι Β ϑ

Ξ∴

步 !
Δ

任取
Η Ο Σ Β8Λ ∀

ϑ 无 Ρ 入Α = Υ
#

, 。Ο 任 口8Λ ∀ϑ
Λ Ρ 久ε = Υ #

,

计算 好=。 及
Η

了=
Υ

Δ

若其中之

一为零
,

则相应的 久�
或 入!

必为最优解 ∀引理 Ν #
,

于是 已求得 丽
Σ 。

∀ϑ
∴ ,

= 。
,

人 # 中的一个

值
,

停止 ∴ 否则由引理 Ν 和假设 ∃ 必有 好= Υ β ς 及 可= Υ δ ς
Δ

过 。
Α ,

几∀砂 Ρ 入Α= Υ ##
,

林
! ,

介∀ϑ
无 Ρ 入ε = Υ ##作两条直线 Ο

φ , Ο , Τ 人∀ϑ
七 Ρ 入Α = 。# Ρ 。

犷=
Υ
∀入一 人

Α
#

,

石Ο Ο , Τ 几∀ϑ
Λ Ρ 入!己Υ #Ρ Η

了己
∴
∀入一 入

!
#

Δ

∀� ! #

设其交点为 ∀。
,

抓。##
,

由引理 Ν 易知 试Β# 三左 ∴

步 Θ
Δ

判断 入� ,

入!
是否满足 Ο

Ι <7 Ζ八∀ϑ
‘ Ρ 人�己Υ

#
,

人∀ϑ
无 Ρ 入ε ;Υ

#Ξ 三
9 。, ∀Β # Ρ ∀< 一

9。
#几∀ϑ

无
#

Δ

∀�Θ #

若满足
,

则由于 叭司 三 左
,

我们 已经求得 风
。

∀砂
,

=、
,

八# 中的一个值
,

从而相应的有

砂ΡΑ 〔+Σ
。

∀砂
,

= Υ ,

人#∴ 否则
,

转步  ∴

步  
Δ

按线搜索的方法如二分法等缩小区间得到新的 协
Α ,

戈 Ψ
,

返回步 !
Δ

下面在 比较弱的条件下证明上面方法的步骤的有限性
Δ

定理 Ω
Δ

设 。 β 9。 β Α
,

入Ι Β ϑ β Ρ ≅≅
,

左 β 8Λ ∀ϑ
Λ
# 且

> 6 Κ Ζ
。无
林#, =。Ξ β Ρ Σ≅

,

其
ς 丛久丛入Ι ≅ ϑ

中
Η

气幻 。 Β介∀ϑ
“ Ρ 久=。#∴ 设 ∀Α Α# 的某一最优解 从 。 ∀ς

,

入Ι Β ϑ

#
,

则必存在包含 嵘 的区间

价
Ο ,

入!

」∀人
∴ β 入!

#
,

使当 久〔 【入
Α ,

耘】时
,

8Λ ∀
ϑ 无 Ρ 入= Υ

# > ⊥Λ ∀
二‘# Ρ Σ。

∀, ∀。#一 8Λ ∀二
七
##

,

其中 ∀Β
,

, ∀。##为 φ ∴
与 φ Ο

的交点
,

从而有 协
� ,

入!

Ψ Σ

又
。

∀ϑ
Λ ,

= Υ ,

几#
Δ

证明
Δ

由于

存在正数 占∴
,

δ ς,

1 5 &
ς β 久β 人Ι Β ϑ

Ζ
。 无
。#, = ∴

Ξ β Ρ Σ≅
,

故当 入、 入夏时
,

∀入一嵘#
。无林#, ; Υ 、 ≅

,

从而

使得当 从 一 占Α 三入三从 Ρ 石Α 时
,

有

Ξ∀
“一 “Ο #

。“
∀‘#, = Υ

Ξ
Ο � ∀� 一

9。
#
∀介∀ϑ 无# 一 左# ∀� #

由人∀ϑ
“ Ρ 入= Υ

#关于 入 的连续性
,

存在正常数 凡 δ ≅
,

使当 协一从 Ξ兰如 时
,

有

、∀
劣儿 Ρ “= 无# Ο ∴ Ρ

告
∀�一 #∀∴ ∀)

无
#一 ∴ #
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取 百Τ Ι <7 杯
Α ,

百!
Ξ

,

【久
� ,

入!
�Τ 【入丈一 占

,

入义Ρ 百�
Δ

对如此选取的 入Α ,

入! ,

由于 。 〔 【久
� ,

久!

�
,

故不妨

设 Β 〔 ]入
� ,

入走Ψ
Δ

由 ∀� #及 ∀。
,

, ∀Β ##的定义知

, ∀Β #全片 一
< ∀� 一

9。
#

! 9 ≅
∀介∀ϑ

儿
#一 左#

,

一 , ∀Β # Ο 一 ∴ 一 ∀‘一 #∴ ∀
) 儿

# Ρ ∀�一 #Ο Ρ

告
∀�一 #∀,Λ ∀)

“
#一 ∴ #

∴ Ρ

合
∀卜一 #∀、∀)

无

卜 左#三
9 。, ∀Β #Ρ ∀� 一

9 ≅
#八∀二

Λ
# Τ 介∀二儿# Ρ Σ。

∀, ∀。# 一 8Λ ∀ϑ
无
##

Δ

从而由 ∀� Ν # 式及上式知

八∀
ϑ 儿 Ρ 入己Υ

#三 8Λ ∀
ϑ 无

# Ρ 。。
∀Μ∀Β #一 8Λ ∀

ϑ Λ
##

,

Η入任 ∗入
� ,

入!

Ψ
,

∀�⎯ #

而 万∀Β #

注
Δ

三左
,

故由 ∀�⎯ # 式知 协
Α沐 !

Ψ 9 丽
9 。

∀
ϑ
气= ∴ ,

8Λ #
Δ

上面的定理 Ω 保证了线搜索步骤的有限性
,

通常仅需几步
Δ

 
Δ

对带完备补偿矩阵的随机规划的应用

考虑随机规划模型

Ι <7 9 , 二 Ρ γ ∀
ϑ ,

石#

>Δ?
·

∃ ϑ 三 Φ,

∀� Ω#

其中∃ 任扭“
ϑ ” ,

γ∀ϑ
,

动 Τ − γ∀毛《。 ##
,

石∀。#为概率空 间 ∀几
,

下
,

&# 上的一个随机向量
,

−

指数数学期望
,

γ∀ϑ
,

若∀。## Τ Ι <7 。∀。#, ,
,

Ν
Δ

?
Δ

η ι Τ Φ∀。 #一 , ∀。 #
ϑ ,

, 全 ς
,

∀� α #

η 〔皿 Ι , ϕ 几‘ ,

Φ∀、 #〔仄 Ι ‘ ,

直接用非线性规划技术解 ∀�Ω #是相当困难的
,

此
,

ΑςΨ 考虑了一种逼近方法 Ο 设 长
“
Ξ 为一列在 几

_

中用犷∀。#代替 石∀。#
,

得到

, ∀。# 任 皿 Ι , ϑ 7
Δ

特别 4 γ∀
ϑ ,

韵 的计算相当麻烦
Δ

为

意义下收敛到 石的随机向量
,

在 ∀�Ν#

γ“
∀ϑ

,

石无# Τ 刀γ∀
ϑ ,

石Λ ∀。##
,

则γ“∀
ϑ ,

扩#将收敛到 γ∀ ϑ
,

动
Δ

这里的收敛性可有多种理解
,

例如 ϕ ΒΑΑ 囚 证明了点收敛

性∴
Γ9 ?> ]‘ Ψ 证明了上图收敛性 ∴ Γ Β7 : ]α� 证明, γ∀Π

,

石#关于 二
,

石的联合 φ <Κ >9Χ <? Π
连续

性
·

φ<Κ>9Χ<? Ο
连续性表示

Α<Ι
Λ叶十Σ≅

γ Λ
∀
ϑ Λ ,

苟
Λ
# Τ γ ∀二

,

七# ∀�� #
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对任何收敛到 二 的序列 Ζ砂Ξ 都成立
Δ

为验证微分稳定性条件
,

注意到 γ“∀ϑ
,

犷#上图收敛到 γ∀二
,

劫表示

Α<Ι
Λ弓 Ρ Σ≅

3 ∀Βγ介∀Π
,

若‘## Τ ‘∀Βγ∀ϑ
,

若##
,

∀! ς #

其意义如下 Ο

∀<#对任何序列 Ζ∀ϑ 气
。 Λ

#Ξ
,

若 ϑ Λ 、 ϑ
, 。儿 Υ 。 , 。无 任 Β γ儿

∀
二 无,

石无#
,

则
二 〔 Βγ∀ϑ

,

石#∴

∀��#对任何 ∀ϑ
, , ,

#
, 。 任 Βγ ∀二

,

石#
,

存在序列 Ζ∀
ϑ
气

。Λ
#Ξ收敛到 ∀ϑ

, Η
#

,

其中
。 Λ 任 刁γ Λ

∀ϑ 气石
七
#

Δ

这个结论见 【� ΝΨ
,

由 ∀! ς# 即可推出 �ς� 微分稳定性条件 Ο

Α<Ι
Λ弓 Ρ

月父

。七 Τ Η γ ∀ϑ
,

石#
, 。Λ ‘ 口γ Λ ∀ϑ 气若

Λ #
Δ

∀! �#

关于 扩的构造同 【�ςΨ
Δ

在上面给出的算法中
,

需要求 Βγ“∀砂
,

石“# 的一个元素 沪
Δ

这里给出如何求得
Δ

为

了得到逼近问题
,

设 扩具有离散分布 Ο

Κ ∀石
Λ Τ ?Υ ,

# Τ &Λ
, ,

⊥ Τ �
, ,

⋯
,

从
,

从
γ
介
∀ϑ

,

石儿# Τ
艺几

, γ ∀
ϑ ,

‘。,

#
,

⊥Τ �

其中 ?。, Τ ∀、Υ , ,

Φ。, ,

几
,

#及

γ∀
ϑ ,

‘。,
# Τ Ι ‘7 。乏

∴
,

>
·

?
Δ

η ι Τ Φ。, 一几
; ϑ ,

, 七 ς
·

∀!! #

由于每个 γ∀ϑ
,

?。,

# 为 ϑ 的凸分片线性函数
,

它在 2Α ΒΕ Λ9 ]ΠΨ 意义下是正则的
,

故

。γ “
∀
ϑ
气‘

“
# Τ
艺几

, 氏γ ∀ϑ 气‘
Υ ,

#
·

任取 氏 γ∀
二
气?。,

# 的一个元素
。 Υ , ,

有

。 Λ Τ
艺几

, 二。, 。 Β。“∀
ϑ
气‘

“
#

Δ

∀! Θ#

另一方面
,

当对 二 二 砂 求解 ∀!! #时
,

可得相应于 η ι Τ 饭, 一几
, 二 的 φΒ: ΕΒ 7

:9 乘子 7 Υ; ,

则 7乏∀
一几

,
# 是 氏γ∀砂

,

?、,
#的一个元素

,

可取

、, Τ 一7乏,Υ⊥
·

事实上
,

也可求 ∀!! # 的对偶问题 Ο

Ι Βϑ ∀奴
⊥ 一几

,
ϑ# 几

,

Ν
Δ

?
Δ

Γ , Ο 三叮∴ ,

∀!Θ#
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而得到 ΗΛ , Τ 一 , ,及
, ,

其中 , 为 ∀! Θ # 的一个最优解
·

Ν
Δ

算法 的实施

在  中
,

我们看到算法存在两方面的潜在困难 Ο

Α# 需要计算 尸∀护 Τ 奴,
# 二 几

, ,

⊥ 二 �
,

⋯
,

从一般情况下多维随机向量是 由密度函

数给出的而不是由分布函数给出的
,

故 几
,
的计算是高维数值积分

,

而数值实现存在困

难 ∴

! #在 ]ς� 中
,

为保证收敛
,

需要 Ζγ
“
∀ϑ

,

石儿#Ξ 的单调下降性
,

为此必须付出额外的工

作量
,

从计算角度讲也不经济
Δ

为解决上面的问题
,

假定下列条件成立 Ο ∀∃
∗
#集合 / Τ ΖϑΑ ∃ ϑ 三好有界 ∴

∀∃
ε
#《司 分布在一有界集合上

,

总可设分布在一有界长方体 , 内
,

其体积记为 △∀,#
,

直径 叔, #∴

∀∃
Θ
#若的分布密度函数 : ∀?# 为 φ<Κ > 9Χ<? Π

连续的
,

即存在常数 φ δ ≅
,

使得 [: ∀?
Α
# 一

夕∀?
ε
#Ζ三 φ Ξ?

Ο 一 ?ε Ξ
,

4 ?Α , ?ε ∴

∀∃
 
# 设在无限加细剖分过程中对任一小长方体

Η
被剖分成

。� ,

⋯
, Η ‘,

应满足

Ε Ι Βϑ ]石∀”
�
、

、

⋯
,

百∀Δ
、

#�、
Φ Τ > 6 & 亏一一二二一方丁

一
佘β �

,

。 φ ≅ φ刃 # 少

∀!  #

其中 石∀
。
#

,

石∀
二�

#
,

⋯
,

石∀
Η‘
# 分别表示

。 , 。Α ,

⋯
, Η ‘
的直径 ∴

∀∃
1
#对任给的 。

,

都有 γ ∀
ϑ ,

石∀。## δ 一ςς
Δ

由假设 ∀∃
1
#及 ∀∃

Α
#和 ∀∃

ε
#知

,

γ ∀ϑ
,

《。##关于
二 ‘ / 及 《哟 为一致有界

,

即

Ξγ∀二
,

石∀、##】三风
β Ρ Σ≅

,

4ϑ 任 /
,

石∀。 #任 ,
·

∀! Ν #

由假设 ∀∃
ε
#

,

石为分布在一有界长方体 , 内的随机向量
Δ

设剖分进行到第 Λ 步
,

剖

分 , 成为小块长方体 对
,

其相应体积为 △∀对#
,

了Τ �
,

!
,

⋯
,

从
·

任取 对 中一点 奴
, ,

定义

护如下 Ο

几
, Τ Κ ∀石

儿 Τ ‘Υ ,
# Τ 。∀‘Υ

,

#△∀对#
,

; Τ �
,

⋯
,

从
Δ

∀! ⎯ #

定义

(
“
∀
ϑ ,

∀“# Τ
艺凡

⊥
γ∀

ϑ ,

‘∴ ,
#

·

∀! Ω #

假设加细剖分 Ζ对Ξ
,

∀⊥ 一 �
,

⋯
,

从# 中的 狱
,

⋯
,

咪
∴ ,

氏 三 从
,

进而得到 对Ρ� ∀; Τ

Α
,

⋯
,

从 Ρ �
#

,

定义
% 赴Ρ <

(“Ρ ‘
∀
二 ,

‘Λ Ρ ‘# Τ
艺 &∀

∴ Ρ � #
,

γ ∀ϑ
,

‘∀Υ 、
一

� #,
#

·

⊥Τ �

∀! α #

由参数规划理论知 γ ∀ϑ
,

石∀。## Τ γ∀
二 ,

叮∀。#
,

Φ∀。#
,

, 伽##关于: 抽# 为凹函数
,

关于 Φ∀。# 和

,∀劝 为凸函数
·

对 该二 �
,

⋯
,

凡
,

考虑 石
“
∀山# 〔狱 的情形

·

设吸 被加细剖分成狱
十 ‘,

⋯
,



αα

心
‘,

则 ‘∀。Ρ � #
‘, ,
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一
‘∀Υ Ρ � #

‘,‘ 〔吸 且

艺 △∀叱少
‘

卜 △∀赚#Δ

⊥⊥Τ �

∀! � #

设完备补偿矩阵 Γ 的所有 。
, ϑ Ι ∴

阶非奇异子矩阵的个数为
Ο ,

则由 γ∀ϑ
,

若∀。 ## 的凹凸

性得 ]>⊥

�。∀
工 , 。。, ,

“几, ,

二
,

# 一 。∀κ
, 。Υ , ,

“∀、Ρ � #
, 。 ,

双Υ Ρ � #, 。

#Ξ
丁Ξ
。
丸

,

叮
‘
∀“

Υ ∴ 一“
, ‘ , 一 。祝

,

叮
’
∀”∀Υ Ρ � #⊥

。 一 双Υ Ρ � #, 。 ) #
[

Ο 搜瑟 ΞΞ
。
:叮

‘

ΞΖ���
“。⊥ 一 “∀、Ρ [ #,

。

��Ρ ∗,几
, 一 ,∀

Υ Ρ � #, 。

��,∗) ,∗Ψ ∀Θ ς #

由假设 ∀∃
Α
#及 ∀∃

ε
#

,

若 ‘∀。十Α#, 。 Τ ∀。∀。Ρ � #
, 。 ,

Φ∀∴ Ρ �#
, 。 ,

,∀
、Ρ � #, 。

# 任吸
,

则

[
。∀二

,

。。; ‘ ,

“Υ , ‘ ,

“
; Δ

#一 。∀)
,

。、; ‘ ,

“∀Υ Ρ � #, 。
,

,∀
Υ Ρ � #, 。

#Ξ
Ο 姚‘∀狱#

,

∀Θ‘#

其中 石∀吸#表示吸 的直径
,

ς β 姚 β Ρ Σ≅ 为常数
·

同理
,

若 云∀、Ρ � #, 。 Τ ∀、∀Υ Ρ �# ,。 ,

Φ∀Υ Ρ � #, 。 ,

,∀ Υ Ρ Ο #;。 #− 欢
,

有

Ξ。∀ϑ
,

。。, ‘ ,

“∀。Ρ �#, 。 ,

双Υ Ρ �#, 。

, 一 。∀ϑ
,

。∀Υ 十� #, 。 ,

“∀Υ Ρ Α〕, 。
,

双Υ Ρ Ο #, 。

#卜、
‘∀欢#

,

∀Θ ! #

其中 。 β 场 β Ρ Σ≅ 为常数
Δ

从而有

Ξ。
, ‘

。∀一 ‘Υ , ‘

卜客
。无一 #

‘⊥,
γ‘一。∀

。一#
‘, , ,

“∀无一 #
‘, , ,

,∀ 儿一#
‘,

川
;; Τ

几

二
Ξ几

, ‘γ ∀二
, ‘Υ , ‘

#一 艺 只
Υ Ρ Α #

‘, , γ ∀‘
,

‘∀“Ρ ‘#
‘, ,

#

⊥⊥Τ �

一

Α月
“∀‘

、, ‘

’“‘叱少
‘
’γ“

,

“‘⊥云
,

“, 、 ,

几
⊥‘

’

一

全
。∀‘Ο分

� ,#△∀叱一
, #。∀二

,

。‘无一 , ‘, ⊥ ,

。∀Υ Ρ � #
‘, , ,

Ο ‘无一 ,
‘, ,

#Ξ
⊥⊥二 �

一

Ξ之
∀。∀‘

Υ , ‘

卜 。∀Ο ∀七一#、, ,
#△∀Ο Ο

�
#。∀一 、

Υ ⊥、,

”Υ ⊥、 �

“
, ‘

,

; ; Τ �

∗‘

一

艺
。∀‘∀

。Ρ , #‘, ,
#△∀叱

Ρ ‘’#[γ∀ϑ
,

。∀∴ Ρ Α #
‘, , ,

”∀、Ρ Α #
‘, , ,

双‘Ρ
Α #
、, ,

#

⊥⊥“ �

一 γ ∀‘
,

λ 。, ‘ ,

”Υ
, ‘ ,

“
, ‘

#ΨΞ
·

∀ΘΘ#
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由于 夕∀?#是 φ <Κ >9 Χ<? Π
连续而 石∀。#分布在有界集内

,

故

夙?#Α 三风 β Ρ ≅≅
, ? 〔 ,

,

城 为常数
,

∀Θ  #

∗γ∀ϑ
,

。∀Υ Ρ Α#
‘, , ,

Φ∀、Ρ Α #
‘, , ,

,∀
Υ Ρ � #

‘, ⊥
#一 γ ∀ϑ

,

、∴ , ‘ ,

Φ。, ‘

一 γ∀‘
,

。。, ‘ ,

Φ。, ‘ ,

几
, ‘

#Ρ γ∀ϑ
,

。∀、Ρ Α #
‘, , ,

Φ∀、Ρ � #

,

几
, ‘

#ΑΤ ∗γ∀ϑ
, 。∀Υ Ρ Α#

‘; , ,

Φ“, ‘ ,

几
, ‘

‘, , ,

,∀ 、Ρ � #‘⊥,
#

一 γ∀ϑ
, 。∀。Ρ � #

‘, , ,

ΦΥ , ‘ ,

几
, ‘

#⊥三 ∀峨 Ρ 场 #百∀狱#
·

∀Θ Ν #

结合 ∀! � #
一
∀Θ Ν #得

�。
, ‘

。∀·
,

[ 几⊥‘卜
之
。、Ρ Α #

Δ , ,
。∀·

,

亡∀无Ρ � #
‘, ,

#Α
Ο ΟΟ

·

、 Ρ 从∀、 Ρ 、 ,△∀狱#。∀赚#
·

∀Θ ⎯ #

记 + Τ φ
·

+Α Ρ 风∀肠 Ρ 场#
,

则

Ξ。
“∀

ϑ ,

‘“#一 。
“Ρ ,

∀ϑ
,

∴ “Ρ ’#�
Ο +艺△∀欢#‘∀狱#

葱Τ �

∀Θ Ω#

定理 α
Δ

函数列 Ζ(
无
∀ϑ

,

护#Ξ 在 ϑ 任 / 上是
Ο 一
下单调的

Δ

证明
Δ

令
凡

Ο Υ Τ +艺△∀欢#‘∀狱#
,

Λ Τ �
,

!
,
二

坛Τ Α

∀Θ α#

考虑前 。 项和

凡 Τ
艺、

·

∀Θ � #

设剖分到第 二 次
,

所有 卿“Τ �
,

!
,

⋯
,

凡#最多经过 =。 次剖分而得到
,

再 由假设 ∀∃
 
#

可得
= 。

凡 ‘+
·

△∀刀
·

武,# − 夕
,

ς β ‘β φ

⊥二 �

∀ ς #

由于。 β ‘β �
,

故艺夕 β Ρ Σ≅
,

从而可得结论
·

⊥Τ �

利用 γ ∀ϑ
,

的关于 ϑ
,

∀ 的 φ∗ &> ΣΧ <?Π 连续性 ]>Ψ
,

不难得到下述定理
Δ

定理 �
Δ

Ζ口
“
∀二

,

若“#Ξ 上图收敛于 γ∀ϑ
,

劫
Δ

上面的定理保证了条件 ∀Θ #和 ∀ #是满足的
,

故算法可以进行下去
·

关于剖分过程中如何保证 ∀∃
 
#成立

,

实际上只要使小长方体的边长的比例不要太

小∀或太大#即可
Δ

本文考虑的是带不等式约束的
,

原则上等式可化为不等约束
,

也可以利用本文思想

及 ]ςΨ 的结果考虑
Δ
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⎯
Δ

数值实验

例 �
Δ

考虑

‘ Τ Ι <7 ! ! � 一 Π Ο Ρ γ ∀ϑ
,

石#
,

Ν
Δ

?
Δ

ϑ < Ρ 劣 ! 三 � ς , 劣 � ,
ϑ ε 七 ς

γ ∀ϑ
,

石# ΤΤ − γ ∀ϑ
,

石∀。##
,

γ∀
二 ,

若∀。## Τ

Ν
Δ

?
Δ

, Ρ 一 , 一 Τ Φ∀。#一 ∃ ϑ ,

, Ρ
,

, _

Ι <7 扩与
Ρ 十 λ 一与

_

全 ς
,

其中 : Ρ Τ ∀�
,

! #,
, : 一 Τ ∀ς ⎯

,

<#,
,

∃ Τ
8 ε 一� �
Ξ Α

,

Φ∀ 。# 的分布密度函数
φ一� ς

·

>⊥

, ∀?
Α ,

?ε # 一 旦
。∀一 ⎯ ∀。卜 , Ο Ο ! Ρ Ο孟##

Δ

由于 Κ Ζ?Ξ? 〔 【一�
Δ

!
,

�
Δ

!】ϑ 卜�
Δ

!
,

�
Δ

!�Ξ全 ς
Δ

� � � α
,

故可设

, Τ 【一 �
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